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1.1. Wiadomosci ogéine

Bardzo wicle zdarzen, a takze zjawisk fizycznych zachodzacych w otaczajacym nas
wviecie, nosi cechy proceséw przypadkowych — stochastycznych, tzn. takich, dia kidrych
prawdopodobietistwo ich zajscia jest state w czasie (nie zalezy od warunkow zewnetrznych
ani od historii danego obiekiu). Naleza do nich m.in. nieuporzadkowany, chaotyczny ruch
caasteczek cieczy i gazow (ruchy Browna), naturalny rozpad promieniotwérczy, szumy
wzadze elekironicznych, rozpraszanie elektronéw przechodzacych praez ofrodki matc-
ialne, a nawet w pewnym sensie bladzenie criowieka zagubionego w lesie. Réwniez pro-
ces pomiaru i wystepowanie niepewnosei przypadkowych naleza do tej samej Klasy proce-
sow stochastycznych, kibrych rozwdj czasowy opisany jest przez wartosci zmiennych lo-
sowych, a ich wystgpowanie charakteryzuje si¢ pewnym rozkladem statystycznym.

0d bardzo dawna uwazano, 7¢ kazda zmienna losowa ma rozklad normalny lub przy-
najmniej zbiezny do rozkladu normalnego. W bardzo wielu dziedzinach nauki i techniki
‘majdowano liczne przyktady zmiennych losowych o takim wiasnie rozkladzie, Rozklad ten
Zczeto uwazaé 7a uniwersalny rozklad statystyczny i diatego whasnie nazwano rozkladem
normalnym, dajac tym wyraz, ze jest o rozklad zazwyczaj wystepujacy w prakiyce. Dzisiaj
‘wiemy, 7& rozklad normalny nie jest jedynym rozkladem teoretycznym, ktéry daje dobre
preybiizenic rozkladw eksperymentalnych, to jednak z cala pewnocia mozna go zaliczyé
do rorkladéw, kiore najezescicj moga byé stosowane do aproksymacji danych dodwiad-

j rozpowszechnionym pogladem, thumaczacym przyczyny cestego wyste-
powania rozkladu normalnego, byl poglad wysuniety przez F. Bessela. Wedlug niego war-
tofci obserwacji statystycznych zaleza od wielu drobnych przyczyn. Przyczyny te, 10 53
swego rodzaju impulsy, kire powoduja, 2 wartosci obserwacii statystycznych odchylaja
sit od Srediej arytmetycznej. Gdy impulsy maja jednakowy kierunek, wéwczas zaobser-
wowane odchylenie wartosci cechy od Sredniej arytmetycznej jest duze, jezeli natomiast
impulsy dziaaja rozmokierunkowo, to sumaryerne odehylcnic wartosci cechy od tej éred-
i) jest male.

Oczywiscie prawdopodobiesistwo tego, 2¢ znaczna ilosé odchylen bedzie miata ten
sam Kierunek. st male, jecli preyjmi si¢ nie budzace intuicyjnych sprzeciwow zalozenie,
22 odehylenin jednakowe co do wartodci bezwzglednel, a rozniace sic jedynie kierunkiem
(mkiem), majq jednakowe prawdopodabiefistwo wystapienia. Zaklada si¢ rownicz, ze
odchylenia sq od sicbic niczalotne, Przy takich zatozeniach, na mocy twierdzenia
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o prawdopodobicfstwic loczynu zdarzet niezaleznych mozemy uwazac, ze wystapienic
naczncj ilodci odchylen jednokierunkowych jest zdarzeniem mato prawdopodobnym
Pravdopodobicistwo tego 7darzenia rowna sie bowiem iloczynowi prawdopodobiefistiy
zdarzett elementarnych,

Wynika stad, ze odchylenia duze co do bewrglednej wartosei (czyli odchylenia beda
ce suma matych odehyleft jednakowo skierowanych) maja male prawdapodobieristwo wy-
stapicnia,  odchylenia male maja to prawdopodobiefistwo duze. Bessel traktuje odchylenia
od Srednicj arytmetycznej tak samo jak bledy obserwacji. Poniewaz bledy obserwacji, jak
wykazali Gauss | Laplace, maja rozkiad normalny, przeto z wywodow Bessela wyplywa
whiosek. ze kazda cecha statystyezna ma rozklad normalny.

Wykorzystujac zatem model Laplaces, moma wykazad, jak niezalezne zaklocenia
(impulsy) wystepujace w pomiarze powoduja narastanie niepewnoéci pomiarowych, od-
chylajac wynik pomiaru od rzeczywistej warlosei (rys. 1.1)

e Wynik pomiaru_ A+ .

Rys. L1

Zaloamy, 7 wartosé rzeczywista mierzone] wielkosci wynosi A, oraz ze pomiar tej wielko-
ol st zaklécony przez N réznych, niezaleznych czymikéw, z ktorych kazdy 7 prawdopo-
dobietistwem p = 1/2 powoduje odchylenie wyniku pomiaru o wielkos¢ + e. Rysunek 1.1
pokazuje narastanie niepewnosci pomiarowych wraz ze wazrostem liczby czynnikow zakid-
cajacych pomiar. Prawdopodobiefistwa otrzymania okreslonego wyniku podane sa na prze-

cigciu kolumn i wiersyy tabeli,  ich suma w knzdym wierszu rbwna jest pewnos (P = 1),
rozkdadem dwumianowym

Tuki proces narastania wypadkowego odchylenia mozma opis:
lub jego aproksymacja - rozkladem normalnym

Prawo rozkladu zdarzei przypadkowych zaklocanych wieloma rozymi, niczaleznymi
czymikami, mozna symulowad za pomoca deski Galtona (rys. 1.2). Jest 1o prostokatna
deska, w ktorej prostopadle do powierzchni wystaje kilkanascie rzedéw Kotkow, ktorych

rozklad przypomina tréjkat Pascala. Oleglosé miedzy kotkami jest taka, 2o moze prrejsc
micdzsy nimi tylko jedna kulka Deska jest lekko pochylona. 7 lejkowatego zbiomiks,

najdu
rzajy si
przy tyr
Kowym
o stad,
dokfad
szej war
srodkierr
praypad
przedzic
wigksza
drogi, ul
ksztatcie
maksyma
a8 ku br
(krzywa
Syme
fluktuacie
poszczegt
wagi chwi
1086 krzyw
eych flukt
Zawiskup
Prawa
chowania s
my powied
strong si¢ o
duzo razy, ¢
Jakie jest pr
Nar
Kolcinyeh o
Galtona jest
Preytoczone
ruché, kior
Kulka s
albo w praw
prawdopodot
prawdopodob
wyrazié rozkd





[image: image3.jpg]mnajdujacego sie u gory deski, spadaja kulki i 7de-
r2aja si¢ 2 kolejnymi warstwaii kotkow, doznajuc
przy tym odchylenia w prawo lub w lewo z jedna.
kowym prawdopodobieristwem p = q = 112. Wynika
10 stad, z¢ kazdy kolek nizszej warstwy znajduje sic
dokladuie posrodku migdzy dwoma kotkami wy?-
szei warstwy, dlatego kulka trafia dokfadnie swym
srodkiem na kolek stojacy na jej drodze. Dziefem
przypadku jest, czy po odbiciu od niego kulka
preejdzie nizej 7 jego lewej, czy pravej strony. Gdy
wigksza liczba kulek prgjdzie takie przypadkowe
drogi, uloza sie one w rowkach u dolu deski w
ktalcie krzywe] symetryeznej. Krzywa wskaze
maksymalne obsadzenic w okolicy swego $rodka,
28 ku brzegom obsadzenia beda zmierzaly do zera
(kazywa rozkladu Gaussa). °

Symetria te] krzywej bedzie zaburzona przez
flukuacje, tzn. niewielkie wahania w obsadzeniu
poszczeginych rowkaw, kiére wynikaja 2 réwno-

wagi chwiejnej kul. W kazdym razie zaréwno sta- 2.cMco e o
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sjawisku prawidlowosciach sttystycenych.

Prava statystyezne nie moga dac odpowiedzi na pytania doryezace okreslonego 7a-
chowania si pewnego obickiu, mp. kulki w ruchu po desce Galtona. Tak wige e poiraf
my powiedzict, do Kiorego rowka wpadie konkeetna kulka, a akz nie wiemy, ks
swong sig odehyli. Mozemy tylko powiedzict, ze gdybysmy kulke puszezali odpowiccnio
o a7y, to érednio yle a yle razy wpadnie do okresloncgo rowka, tzn. mozemy ckresic
Jiie st pravdopodobiersto tego zdarzeni

Na rysunku 1.2 finia famana pofaczono kolki, na kioryeh spadajaca kulka dornaie
Kolejnych odchyler w pesvmym przykladowo wybranym ruchu. Ruch kuleczek po desce
Galto st prykiadem ruchu zwanego biadzeniem praypadkowym i nalezy, podobnie jik
pratoczone wezeénicj prayklady, do obszernci Klasy proceséw stochastycznych, cayl
chorw, Kiorych rozvi czasonwy opisywany jest przez wartofci zmiennych losowych

Kalka spadiac w dof oznaje N odehyler, kolejno ma kazdym raedzie Kolkow w lewo
10 w prawo, zawsze tylko o jeden rovek - to adchylenic jest zmienna Tosowa. Jezel
prawdopodobierstwo odchylenia kulki w prayo oziaczyiny precz p, a w lewo przer g 10
prawdopodobicistwo tego, 7¢ — w wyniku N odchyled - 2 nich wystapi w prawo, mofna
iy rozktadem dwamismowym
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Jest liczba n-elementowych kombinacji zbioru N-clementowego.

Rozkdad dwumianowy stosujemy w przypadu, gdy dyskretna zmienna losowa przyj-
muje niezbyt duze wartosci n. Natomiast dla duzych warloéci n, na mocy contralnego
twierdzenia rozklad dwumianowy dazy do rozkfadu normalnego, zwancgo takze rozkladem
Gaussa. Rysunek 1.3 jest ilustracja_ rozkladu normalnego, w kirym zmienna losowa
prayimuje ciagle wartosci.

@)

Rys 13

Przedstawione na rysunku 1.3 przebiegi mozna przyblizyé jedng wspoing krzywa
egstosci prawdopodobiefistwa rozkladu normalnego ¢(n) opisang wZzorem

i (n-ny’
o0 e e

gdzie n jest wartoscia Srednia zmiennej losowej n, okreslajaca polozenie maksimum roz-
kladu, a & ~ odchylenie standardowe. Ksztalt krzywej Gaussa silnie 7alezy od wartodci
odchylenia standardowego — 1 jak wida¢ z rysunku — im wigksza jest jego wartosc, tym
szersza i bardzie] splaszezona jest kizywa rozkladu. Mozna wykazac, 7e wartos¢ odchyle-
nia standardowego 0 jest réwna | n ~ 1, dla takich warlosci n, dlu ktdrych kizywa rozkla-
du ma punkty pregiceia. Polozenia tych punktow sq symetryczne wagledem polozenia
maksimum krzywej rozkladu, a ich wartosci wynosza odpowiednio: n- ot n+ 0.
Wykonujac natomiast catkowanie funkeji rozkladu Gaussa wgranicach od n-o do
1 +0, mozemy wykazaé, 7 odchylenie standardowe okresla szerokosé przedziatu
(< 1 -0, n+0 ), w kiérym z prawdopodabiefistwem P = 0,683 znajduje si¢ dowolna
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artosé zmiennej losowej. Przykiad rozkiadu normalnego o parametrach n = 5 oraz 0 = 2
okazano na rys. 1.4.

P
02

Rys. 14

Migdzy parametrami rozkladu normalnego a dwumianowego wystepuia scisle relacje
kreslone wyrazeniami

n=pN, o=yNpq. a3

Jia omawianego t przypadku deski Galtona, dla kidrej p = q = 1/2, otrzymujemy: n= N2
raz 6 = (N/4)'™, przy czym N jest liczba rowkow deski Galtona (N = 17 na rys. 1.2).

Mo#liwosé wykorzystania rozkiadu Gaussa do obliczenia wartosci prawdopodobier-
fiva P(n) w konkretnym zastosowaniu wymaga znajomosci wartosci przyblizonych, czyli
stymat zmiene] losowe n i odchylenia standardowego 6 — W praktyce Wartoéci te obli-
zamy 7 proby. Wykonujae pomiary ruchu serii v kulek na desce Galtona, mozemy obli-
7y¢ estymaty z nastgpujacych wyrazefi:

(14)

Znaczenie symboli w wyrazeniach (1.4) zostanie wyjasnione w punkcie 1.3, gdzie opisano
asade i przebieg pomiaru.

1.2. Zadania

1.2.1. Wyznaczy¢ eksperymentalne wartosci prawdopodobiefistwa wpadniecia kulki do n-
ego rowka dla serii v = 100, 200, 300 kulek.
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1.2.8. Wykreslic otrzymane w doswiadezeniu rozkiady dla calkowitej liczby v = 100, 200,
300 kulek. Na ten sam wykres naniedc rozkiad Gaussa dla v = 300 kulek, wyliczony w pkt.
122

1.2.4. Obliczye wagledna liczbe kulek, kiore znalazly sie w rowkach deski zawartych w
precdziale n + 0 dla calkowite] liczby 300 kulek.

1.3. Zasada i przebieg pomiaru

1.3.1. Przed przystapieniem do pomiaréw nalezy przcchylié deske i przesypac wszystkie
kulki do lejka zsypowego. Nastepnie spuszezamy piervwsza serig 100 kulck, kolejno jedna
po drugicj. Zliczamy kulki w poszezegdinych rowkach, a wyniki zapisujemy w tabeli. Po
‘wiarzamy cykl pomiaréw dla nastepnych serii po 100 kulek kazda, zwicks7ajac w ten spo-
s6b calkowita liczbe kulek do 200 w drugim 1 300 w trzecim pomiarze. Wyniki zapisujemy
W odpowiednich wierszach tabeli 1.1

Tabela 1.1

Wyniki poriartw

v n [1]2[3]+[s]e [ N=-2s

I

W tabeli 1.1 zastosowano Nastepujace oznaczenia: v ~ calkowita liczba kulek
w kolejnym pomiarze (100, 200, 300), v, ~ liczba kulek w n-tym rowku (n = L, 2, 3, ..N)
gdzie N = 25 jest calkowity liczba rowkow deski Galtona. Korzystajac 2 zalotnosei
Poy (1) =V, A, dla trzech seril pomiaréw obliczamy doéwiadezalne prawdopodobieristwa
wpadniccia kulki do n-tego rowka. Wyniki zspisujemy w odpowiednim wierszu tabeli.
1.3.2. Bazujac na danych zawartych w tabeli dia catkowitej liczby v = 300 kulek, oblicz:
my estymaty wartodci srednicj n i odchylenia standardowego o z¢ wzoréw (1.4), przy czym
2 wagledu na duza wartos¢ v, mozemy pomingé 1 w wyrazeniu na estymate odehylenia
standardowego. Nastepnie. obliczamy prawdopodobiesistwo P(n) wpadnieeia kulki do -
tego rowka ze weoru na rozklad normalny (wz. (12)). przystosowany dia dyskretnej
Zmiennej losowej n
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‘Wyniki zapisujemy w ostatnim wierszu tabeli L.1.
1.3.3. Sporzadzi¢ wykres shupkowy (taki jak na rys. 1.4) rozkladu normalnego dla trzech
seril pomiardw (v = 100, 200, 300), Wykorzystujac wartosci Peey () zawarte w tabeli. Na
en sam wykres nanies¢ punkty wyliczone ze wzoru na rozklad Gaussa — odpowiednic
wartosci P(n) zawarte 53 W ostatnim wierszu tabeli. Obliczyé wzgledna liczbe kulek, kidre
znalazly sig w rowkach deski Galtona, w przedziale n + o i por6wnaé wynik z teoretyczna.
wartoscia prawdopodobietistwa znalezienia si¢ kulek w rowkach Z tego samego przedziahu,
wynikajacs z rozkladu Gaussa (P = 0,683, wz. (18), Watep).

1.4. Ocena niepewnosci pomiaréw

Deska Galtona jest swego rodzaju analogiem przyrzadu pomiarowego, ktdrego naj-
mnicjsza dzialka jest szerokosciq rowka, rowng dokfadnie odleglodci miedzy rodkami
Kolkéw w kazdym rzgdzie. Ruch kulki jest symulacja procesu pomiaru, a wynik pomiaru to
‘Wartosé zmiennej losowe] n (numer rowka, do kidrego ostatecznie trafi kulka). Zatem od-
chylenie standardowe G jest miarg. nicpewnosei pojedynczego pomiaru (kulka doznaje
zawsze elementarnego poziomego przemieszezenia po zderzeniu z kolkiem ~ w pomiarze
zawsze wystepuja niepewnosci przypadkowe). Odehylenie standardowe o wicorii bledu
nazywa si¢ blgdem Srednim kwadratowym pojedyncrego pomiaru (szersza dyskusja tego
zagadnienia znajduje sig w pkt. 4 ~ Watep).

Dla serii v pomiar6w estymata zmiennej losowe jest rowna jej drednicj wartoc,
zatem sredni blad kwadratowy wartosci Sredniej O jest 1/(v)" razy mniejszy od odchyle-
nia standardowego i moze by¢ abliczony ze wzoru

(6

Zgodnie 7 Migdzynarodowa Norma, sredni blad kwadratowy wartosci Sredniej o, nosi
nazwe niepewnoei standardowe] u(n) (wz. (24) - Wtep)

7

Nalezy pamigta¢, ze zmienna losowa n przyjmuje wartodci dyskretne, zatem estymaty
amiennej losowej n i odchylenia standardowego o sa liczbami cafkowitymi!

‘Woniki oblicze wartosci prawdopodobiestw Pu(n) i P(n) podaé  dokladnodcia do
trzech cyfr maczacych.
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